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Resumo

Revisitamos uma formulagao quadratica para o problema da diversidade méaxima (MDP).
Aplicamos a técnica da t-linearizagao e fortalecemos as restri¢oes resultantes. Propomos novas
regras para fixagao de varidveis, também traduzidas como restri¢cées validas para o problema.
A partir desses ingredientes, propomos um algoritmo exato para o MDP, baseado no método
branch-and-bound. Resultados computacionais obtidos com instancias da literatura mostram
que o método proposto é capaz de resolver instancias com até 125 elementos, sendo mais eficiente
que o melhor algoritmo exato da literatura.
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1 Introducao

O problema da diversidade méaxima (Maximum Diversity Problem — MDP) pertence a uma familia
de problemas de dispersao e diversidade, cujo objetivo é identificar, a partir de um conjunto V com n
elementos, um subconjunto S com m (m < n) elementos, de tal forma que a distancia entre os pares
dos elementos em S seja maxima [I1]. Genericamente, o MDP pode ser definido sobre um grafo
nao-direcionado G = (V, E), ponderado em arestas, onde V' = {1,...,n} e ¢;; € R} denota o peso
da aresta (7, j). Por simplicidade, consideramos ¢;j; = ¢;j;, e ¢;; = 0 quando (7,j) ¢ E. Formalmente,
MDP pode ser formulado como um problema quadratico binario [6], da seguinte forma:

n—1 n n
(F1) max Z Z CijTi%j : Za:l =m, z;€{0,1}, 1<i<n,, (1)
=1

i=1 j=i+1

onde a variavel binaria x; = 1, se o vértice : € S, e x; =0 se i € V\S. A restri¢ao de cardinalidade
S, x; =m garante que uma solucgdo viavel z contém exatamente m vértices.

*Parcialmente financiado por CNPq 443747/2014-8, 305264/2016-8.



Sendo um problema NP-Dificil [6], a variedade dos métodos que tém sido propostos sao divididos
em duas principais categorias: algoritmos exatos e heuristicas. Na categoria dos algoritmos exatos,
onde se enquadra nosso estudo, destacamos o trabalho de [7], que propdés um método exato baseado
em um brand-and-bound com ramificagao n-aria. Os autores também mostram propriedades usadas
pelo método na obtencgao de bons limites superiores.

A nao-linearidade em problemas de programacdo inteira é normalmente tratada com técnicas
que envolvem uma aproximagao linear por partes [2, [5] ou a transformagao da fungao nao-linear em
uma fun¢ado polinomial, a seguir convertida em uma funcao linear de variaveis 01 [I},[4]. Na maioria
das vezes, a nao-linearidade em problemas de programagao inteira aparece ja na forma polinomial,
sendo que um numero significativo dos casos envolve apenas termos de segunda ordem [3].

Recentemente, a linearizagao proposta em [8], no contexto do Problema Quadratico da Mochila
(PQM), tem sido usada para tratar outros problemas que possuem fun¢ao objetivo quadratica [9, [10].
Essa linearizagao consiste basicamente de duas etapas. Primeiro, substitui-se o termo quadratico
da funcao objetivo por uma variével real ¢, que é limitada superiormente pela expressao quadréatica,
com a inclusdo de uma restrigdo adicional. Depois, essa restrigao quadratica é substituida por um
conjunto exponencial de restri¢gdes lineares, que definem os mesmos pontos inteiros.

Propomos nesse trabalho um algoritmo exato, branch-and-bound, para o MDP, composto por 3
elementos principais, que serao descritos nas proximas se¢oes. Na Segao [2] mostramos como ¢ feita a
aplicagao da t-linearizagao ao MDP. Na Secao 3, mostramos como fortalecer as desigualdades da t-
linearizagao, usando a restri¢ao de cardinalidade do MDP. Ja na Secao 4, derivamos novas restri¢oes
validas para o MDP, generalizando propriedades mostradas em [7]. Descrevemos o método proposto
na Segao 5 e fechamos o artigo com um estudo computacional e as conclusoes.

2 Aplicacao da t-linearizacao ao MDP

Temos que F; equivale a max {t < Z?;ll Z;}:H_l CiiTiTi, Do xi=m, (x,t)€B"”x R+},

que denotamos (F1);. Seja S, o conjunto de todas as permutagoes de {1,...,n}. Note que
n—1 n n 1—1 n 1—1
DN iy =Y cmir; = ¥ > Ca(iyn(Ta(Ta(j) VT E Sn
i=1 j=i+1 i=1 j=i i=1 j=i

e, pelo teorema mostrado em [§], podemos reescrever Fj como

n i—1 n
(Fl)zr max{t:t < Z Z Cr(§)m (i) T (4) Vr e Sy, ZJ?Z =1m, (ZL‘,t) € B"™ x Ry (2)
i=1 j=1 i=1

Mais ainda, a separagao das restri¢oes lineares que definem (F3)7 pode ser feita em tempo
polinomial, como mostrado em [§]. A extensdo desses resultados para coeficientes c¢;; arbitrarios
pode ser encontrado em [9).

3 Fortalecimento das restricoes da t—linearizacao

A presenga da restrigdo de cardinalidade permite fortalecer as restrigoes da t—linearizagdo. Sendo
0s pesos nao-negativos, elas podem ser substituidas conforme o seguinte teorema, que se baseia na
ideia apresentada em [§] para o problema quadratico da mochila.



Teorema 3.1. Parai=1,...,n e €Sy, seja sy(;) a soma dosr = min{i — 1, m — 1} maiores

valores do conjunto {cﬂ(] @) J =10 — 1}. Entao as desigualdades

t < Zs , para todo ™ € Sy, (3)

sao vdlidas para (@

Demonstragao. Sejam (z,t) € B" x Ry viavel para (F1); e 7 € Sy,. Entao

n i—1 n i—1 n
t S Z Z Cjixixj Z Z Cr ])7r Z).CE Z).le ]) = Z Z Cr .%'ﬂ(i)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 \j=1

Como z € B" e Y71 | T(;) = M, Tr(;) = 1 implica Ztll Tr(;) < min{i — 1,m — 1} = r. Portanto,
S€ T(j) = 1, temos que Z] 1 Ca(i)m()Tr(j) < Sm(i)- Segue entao que t < Zl 1 57(i)Tr(d)- O

4 Novas restricoes validas para MDP

Uma solugao parcial £ € B™ para MDP ¢ o vetor de incidéncia de um subconjunto de k vértices de
V, com k < m. Dado uma solucao parcial Z, definimos

Vo(@) ={v eV 3, =0}, Vi(@)={veV:z,=1}e Va(z) = V\(Vi(2) U Vo(@)).

Uma solugao parcial & é descendente de outra solugao parcial Z se V() 2 Vi(Z) e Vo(&) 2 Vo(Z).
A solugao parcial é completa quando |V4(Z)| = m, |Vo(Z)] = n — m e Vo(Z) = (. Partindo de
uma solugao parcial , podemos obter uma solugao completa descendente, transferindo m — |V1(z)]
elementos de V2(Z) para Vi(Z) e os demais para Vp(Z). Nessa segdo d(a,b) representa o peso da
aresta entre os vértices a e b, ou seja, d(a,b) = cqp.

Seja S(x) = {s1,82,...,8m} 0 conjunto de vértices selecionados em uma solugdo completa x.
Podemos expressar a fungao objetivo de em x como

1 m m m
S99 UERIED oY1
i=1 j=1 j=1
onde d(s;) = 5 Z 1 d(s4, 55) representa a contribuicao de s; em f(x). A partir dessa expressao, po-

demos introduzir o potencial mMAaXimo(dya, (v)) € minimo(dy,ipn (v)) que um vértice v pode contribuir
para qualquer solugéo, da seguinte forma:

1 m—1 1 m—1
mzn 5 d (n— ]) dma:p(v) = 9 Z d(v>va(j))’
Jj=1 J=1
onde d(v, V1)), d(V, Vg(2)); - - -, A(V, Vy(n—1)) T€Presenta o peso das arestas que conectam v aos outros

n — 1 vértices do grafo em ordem descendente. Observe que, a partir da defini¢do acima, qualquer
solugao contendo o vértice v ird satisfazer as desigualdades

dmzn(v) < d(’U) < dmax(v)a (4)

mostradas e usadas por [7] para estabelecer a Proposi¢ao



Proposicao 4.1. Dado uma solugio dtima x e dois vértices u,v € V, se dpmaz(t) < dpmin(v) e v
nao estd selecionado na solucao x, entdo u mao pode ser selecionado em x.

A Proposicao foi fortemente usada no desenvolvimento do algoritmo branch-and-bound pro-
posto por [7]. Observe que podemos calcular melhores valores para dyqz € dimin quando consideramos
que alguns vértices ja foram selecionados, ou seja, quando temos uma solugdo parcial Z. Dada uma
solucdo parcial Z e v € Va(Z), denotemos por V3" (7, v) e Vg™ (z,v) os m — |V4(Z)| — 1 vértices
de V2(Z) com os maiores e menores valores d(v,w), para w € Va(Z). A partir dessas definigoes,
vamos introduzir o potencial maximo(dyqz(Z,v)) € minimo(dy,in(Z,v)) que um vértice v € Va(Z)
pode contribuir, caso seja selecionado para fazer parte da nova solugao parcial & que descende de T.

Apnin (T Z d(v,w) Z d(v,w), dmaz(T Z d(v,w) Z d(v,w).

weVy(T) wGVQMi"(i,v) weVy(Z) weVym* (Z,v)
Usando essas defini¢Oes, derivamos propriedades para fixacdo de varidveis como a seguir.

Proposigao 4.2. Seja T uma solugao parcial e x* uma melhor solu¢ao completa que descende de T.
Sejam u,v € Vao(Z) tais que dpmaz(T,u) < dmin(Z,v). Se z =0 entao x), = 0 (ou equivalentemente,
Se z}, =1 entao z}, =1).

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que z}; = 0 e i, = 1. Entao Vi(z*) = Vi(zZ) U {u} UW,
onde W C Vao(z)\{u, v}, |[W|=m — |Vi(Z)| — 1, e v ¢ Vi(2*). Defina & uma solugao completa que
também descende de 7 tal que Vi(z) = Vi(Z) U{v} UW. Seja f(x*) o valor da solu¢ao completa x*
e f(Z) o valor da solugdo completa . Temos que

) —f@) = D duw) + > duw) - | D dv,w)+ Y dv,w)

weV1 () weW weVi (Z) weW
S dmam(xa u) - dmin(fay) <0

Temos um absurdo, pois z* é 6timo. O

Podemos fortalecer a Proposicao como segue. Dados u,v € V5(Z), seja Vi, (Z) o conjunto
com m — |V1(z)| — 1 vértices w € Va(Z)\{u, v} com as maiores diferengas [d(u,w) — d(v,w)] e defina

Su(@) = Y [d(u,w) —d(v,w)]+ D [d(u,w) — d(v,w)].
weV; (T) wWE Vi (Z)

Proposigao 4.3. Seja T uma solugio parcial e x* uma melhor solugdo completa que descende de
z. Sejam u,v € Vao(Z) tais que 6yuy(T) < 0. Se z}, = 0 entdo z}, = 0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que =}, = 0 e 2}, = 1. Entao Vi(z*) = Vi(Z) U{u} UW, onde
W C Va(z)\{v,u}, |W|=m—|Vi(Z)|—1. Note que v ¢ V;(Z). Defina a solu¢ao completa &, que
também descende de z, tal que Vi(2) = Vi(z) U{v} U{W}. Temos que

f@)—f@ = Y dww)— Y dvw)= Y [du,w) = d(v,w)]

weVy (Z)UW weVy (Z)UW weVy (Z)UW
< Yoo [d(uw) — d(v,w)] = 8uu(E) < 0
weVL (Z)UVauo (Z)

Temos um absurdo, pois z* é 6timo. O



Alternativamente as proposicoes de podas, podemos usar tais critérios para definir desigualdades
validas, como veremos na Proposi¢ao (4.4). Dados uma solugao parcial T e u,v € Va(Z), definimos:

511“;(@) = Z [d(u7w) - d<v7w)]v

weVy (:f)

MY, (z) = soma dos m — |Vi(Z)| menores valores {d(u,w) — d(v,w) : w € Va(Z)\{u,v}},
NMu, v},
Nu, v},

)
M?, (Z) = soma dos m — |Vi(Z)| — 1 menores valores {d(u,w) — d(v,w) : w € Va(Z
M, (z) = soma dos m — |Vi(Z)| — 2 menores valores {d(u,w) — d(v,w) : w € Vao(Z
Muv(£> = mln{étlw(‘f.) + Mgv('i')7 (511“)(3_3)/2 + MSU('@)/Z 511w('i') + Mgv('f)}

Proposicao 4.4. Sejam T uma solugao parcial e u,v € Va(x). A desigualdade yy(x,T) > My, (Z)(1—
Xy + Ty) € vdlida para as solugoes completas de melhor valor que descendem de T, onde

duv (2, T) = Z [d(u, w) — d(v,w)] + Z [d(u, w) — d(v, w)]Ty.

weVy () weVa(z)\{u,v}

Demonstracao. Seja x uma solugdo de melhor valor descendente de . Considere os seguintes casos:
1) 2y = 0,2y = 0: Syp(x, @) > 6L (T) + MEY(T) > Myp(Z) = Myy(2)(1 — 2y + 20);

2) Ty =y = 1: Guo(,7) > 5L, (%) + M2,(Z) > Myy(Z) = Myy(Z)(1 — 24 + 3);

3) Ty = 0,2y = 1t Sup(2,7) > 6L,(F) + M2, (Z) > 2Muy(Z) = My (Z)(1 — 4 + 22).

4) x, = 1,2, = 0: Obtenha solugdo completa Z, que também descende de Z, tal que Vi(&) =
(Vi(x)\{u}) U {v}. Note que Vi(z)\{u} = Vi(z) U {w € Va(z)\{u,v} : 2, = 1}. Temos que
f(x) > f(z) e, portanto,

0<fl@) - f@) = Y dww)- Y dvw)

weVi(x)\{u} weVy (z)\{u}
= Y fdu,w) —do,w)]+ > [du,w) — d(v,w)]xe = du(z, T)
weVi () weVa(Z)\{u,v}
Logo, Oyy(z, &) > Myy(Z)(1 — x4 + x,) = 0. O

5 O algoritmo branch and bound

O meétodo exato aqui proposto para o MDP compose-se de 4 procedimentos principais:
1— Conversao de F; em (F1)7;
2— Separagao das restrigoes de (Fy)T conforme procedimento descrito em [§], e fortalecimento da
restri¢ao violada segundo Teorema 3.1
3— Obtenc¢ao de uma solugao viavel z, (limite inferior) através de uma heuristica gulosa, e aplica¢ao
do procedimento de separacao em xp, para gerar a primeira restricao fortalecida;
4— Adicao a (F1)7 das desigualdades validas 0y, (z, Z) > Myy(Z)(1 — x4 + x4), para £ = 0, obtendo
assim o modelo (BB)]:

O modelo (BB)T é resolvido pelo algoritmo branch and bound padrdo. E importante destacar
que o procedimento de separacao é usado dentro do branch and bound sempre que uma solugao
inteira é encontrada, ou seja, as restrigoes da t-linearizacao sao usadas como lazy constraints.



(BB)f max t
sa t< Zsﬂ(i)xﬂ(i) Vr e Sy,
=1

ZwEV\{u,v} [d(u7 w) - d(”? w)]xw > Muv(0)<1 — Ty + xv) V(u, ’U) (¢ V(U, u),

n

Z:L‘Z' =m, (z,t)€B"” xRy.
=1

6 Experimentos Computacionais

Nessa se¢@o, comparamos o desempenho do nosso branch and bound, denominado aqui de (BB)T,
com o branch and bound apresentando por [7], denominado aqui por BBmax. Utilizamos a mesma
maquina para melhor comparacao entre os métodos: processador Intel® Core™ i5 — 4570 com
3.20 GHz, 16 GB RAM e sistema operacional Ubuntu 16.04 LTS. Para implementar o (BB)7, assim
como o BBmax, usamos o Ambiente de Desenvolvimento Integrado (IDE - Integrated Development
Environment) Code::Blocks e linguagem C-++.

Algumas observagoes merecem ser feitas com respeito & implementacao de BBmax. Infeliz-
mente, os autores nao mais dispunham do cédigo original que pudesse ser executado agora. Sendo
assim, a implementacao aqui testada é nossa. A eficiéncia do BBmax é bastante influenciada pela
escolha das estruturas de dados utilizada para armazenar a arvore de enumeracao e manter infor-
magoes necessarias ao longo do processo. Observe que BBmax nao faz uso de um solver, como é
o caso do (BB)J, que emprega o software comercial IBM /ILOG CPLEX 12.7 para a resoluc¢ao dos
subproblemas gerados pela t-linearizagao.

Para essa comparacao, utilizamos um conjunto de instancias denominado Glover2, disponivel em
www.optsicom.es/mdp. O conjunto é constituido de 50 instancias, sendo 5 instancias para cada par
(n,m), onde n € {25,50,100,125,150} e m = 0.1n,0.3n. Utilizamos trés parametros de medigao:
o melhor limite inferior obtido por cada um dos métodos(BBmax e (BB)}), LoWeRB; a prova de
otimalidade #Opt, ou seja, se 0 método conseguiu encontrar a solugao 6tima; e o tempo CPU em
segundos, sendo esse dltimo pardmetro limitando a 3600 segundos de execugao em cada instancia.

A Tabela [I] mostra, a partir da linha 3, o contraste entre os desempenhos dos dois métodos,
onde destacamos em negrito os melhores resultados para cada instancia. A coluna MelhorSol esta
preenchida com a melhor solu¢ao encontrada entre os dois métodos. Podemos ver que o nosso método
conseguiu provar a otimalidade em 68%(34 de 50) das instancias testadas, enquanto que o BBmazx
o conseguiu em 52%(26 de 50). E importante destacar também que os tempos de computacio de
(BB)7T sao inferiores em quase todas as instancias. Vale notar que alguns tempos de execugao sao
um pouco maior que 3600s pelo fato de o CPLEX contabilizar o tempo apenas a cada término de
iteracao.

7 Conclusao

Nesse trabalho, avancamos um passo & cerca do conhecimento do problema da diversidade méxima
(MDP). Desenvolvemos um método baseado em um branch and bound que calcula solugbes exatas
para o problema. O método proposto é composto de trés elementos principais: aplicamos a t—
linearizacao & formulagao quadréatica do MDP, mostramos como gerar restrigoes fortalecidas devido



a natureza do problema, e introduzimos novas restrigoes validas, que foram desenvolvidas com base
em propriedades de poda do problema.

Os experimentos computacionais indicam que nosso método é capaz de resolver, de forma 6tima,
instancias de tamanho moderado(até 125 vértices). Comparamos nosso método com uma imple-
mentagao nossa do melhor método exato proposto na literatura, ou seja, o branch and bound
desenvolvido por [7]. Os resultados favorecem o método aqui proposto. No entanto, podemos notar
que nenhum dos dois conseguiu resolver de forma 6tima instancias de tamanhos maiores. Vale des-
tacar que nosso método usa fortemente o CPLEX, enquanto o B B4, 180 possui essa dependéncia
e seu desempenho computacional é mais influenciado pela implementacao adotada. Mesmo conside-
rando que uma implementacao mais cuidadosa possa reduzir seu tempo computacional, a diferenca
observada em nossos experimentos parece manter a vantagem para o novo método.

O valor de nosso trabalho reside na inovacao dos trés elementos propostos, corroborados pelo
desenvolvimento teérico apresentado e pelos resultados praticos que se mostraram competitivos na
aplicacao desses elementos, o que possibilita futuras exploracoes nessa mesma direcao.
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Tabela 1: Resultados com as instancias Glover2 obtidos pelos métodos BBmax e (BB)}

Glover2 BBmax (BB)T
(n, m) MelhorSol LoWeRB CPU(s) #Opt LoWeRB CPU(s) #Opt
(25, 2) 121.249 121.249 0.00 Sim 121.249 0.06 Sim
247.396 247.396 0.00 Sim 247.396 0.08 Sim
131.361 131.361 0.00 Sim 131.361 0.07 Sim
215.298 215.298 0.00 Sim 215.298 0.09 Sim
254.721 254.721 0.00 Sim 254.721 0.07 Sim
(25, 7) 4165.534 4165.534 0.02 Sim 4165.534 0.14 Sim
4285.734 4285.734 0.02 Sim 4285.734 0.17 Sim
3873.512 3873.512 0.04 Sim 3873.512 0.15 Sim
1813.782 1813.782 0.02 Sim 1813.782 0.12 Sim
3418.310 3418.310 0.02 Sim 3418.310 0.15 Sim
(50, 5) 1795.206 1795.206 0.1 Sim 1795.206 4.90 Sim
2182.365 2182.365 0.03 Sim 2182.365 2.22 Sim
1365.702 1365.702 0.08 Sim 1365.702 2.55 Sim
1291.361 1291.361 0.09 Sim 1291.361 1.81 Sim
1890.258 1890.258 0.05 Sim 1890.258 3.62 Sim
(50, 15) 10852.354 10852.354 304.85 Sim 10852.354 5.10 Sim
7659.776 7659.776 2304.34 Sim 7659.776 3.73 Sim
13862.297 13862.297 220.24 Sim 13862.297 11.15 Sim
14406.562 14406.562 369.90 Sim 14406.562 8.63 Sim
14352.365 14352.365 503.35 Sim 14352.365 24.54 Sim
(100, 10) 5402.307 5402.307 532.90 Sim 5402.307 124.87 Sim
8068.118 8068.118 151.92 Sim 8068.118 580.86 Sim
5543.700 5543.700 1487.71 Sim 5543.700 305.60 Sim
9480.842 9480.842 469.02 Sim 9480.842 992.45 Sim
7711.022 7711.022 246.63 Sim 7711.022 515.37 Sim
(100, 30) 47683.494 47683.494 3600 Nao 47683.494 456.02 Sim
42690.596 42690.596 3600 Nao 42690.596 767.46 Sim
92960.153 92960.153 3600 Nao 92960.153 251.19 Sim
81921.723 81921.723 3600 Nao 81921.723 1363.04 Sim
53634.549 53634.549 3600 Nao 53634.549 776.16 Sim
(125, 12) 5393.845 5393.845 3600 Nao 5393.845 109.49 Sim
12668.437 12659.353 3600 Nao 12665.908 3809.35 Nao
8021.785 8021.785 3600 Nao 8021.785 1011.08 Sim
13328.914 13328.914 749.30 Sim 13328.914 1687.8 Sim
7125.345 7125.345 3600 Nao 7125.345 1834.59 Sim
(125, 37)  111485.584 111478.251 3600 Nao 111485.584 3694.28 Nao
129434.479 129434.479 3600 Nao 129434.479 3620.49 Nao
89474.979 89474.979 3600 Nao 89474.979 3605.08 Nao
97638.684 97638.684 3600 Nao 97638.684 3605.10 Nao
120923.326 120923.326 3600 Nao 120923.326 3642.08 Nao
(150, 15) 22674.921 22674.921 3600 Nao 22674.921 3676.78 Nao
14419.886 14419.886 3600 Nao 14419.886 3702.95 Nao
12908.482 12900.75 3600 Nao 12908.883 3681.58 Nao
16344.653 16344.653 3600 Nao 16344.653 3703.39 Nao
16665.049 16665.049 3600 Nao 16665.049 3704.89 Nao
(150, 45)  160263.199 160263.199 3600 Nao 160263.199 3604.44 Nao
198323.556 198323.556 3600 Nao 198323.556 3604.56 Nao
136023.331 136020.509 3600 Nao 136023.331 3603.04 Nao
199702.546 199702.546 3600 Nao 199702.546 3603.09 Nao

145685.389 145685.389 3600 Nao 145685.389  3607.15 Nao
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