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Abstrak
Misalkan S dan T merupakan pohon dengan |S| = k. Notasi c(S, T) adalah banyaknya copy S
dalam T. Banyaknya sub pohon dari T dengan jumlah k titik dan pengertian banyaknya copy S
pada T merupakan unsur penting dalam menentukan profil dari pohon secara lokal. Misalkan d =
(d0, d1, d2, ..., dn) adalah barisan tidak naik dari derajat semua titik pada pohon. Himpunan pohon
yang derajat titik-titiknya bersesuaian dengan d dinotasikan dengan Td. Pohon Td

* yang
bersesuaian dengan d dan memiliki jumlah yang maksimum sub pohon dengan k titik dapat
dikonstruksi. Langkah pertama adalah menetapkan titik yang bersesuaian dengan derajat d0

sebagai akar dari pohon. Sebanyak s1 = d0 titik-titik pada level pertama adalah titik-titik yang
bersesuain dengan d0 suku berikutnya pada barisan derajat. Sebanyak s2 = d2 + d3 + ... + 11sd - s1

titik-titik pada level kedua yang bersesuaian dengan sebanyak s2 suku berikutnya pada barisan
derajat. Untuk titik-titik pada level ketiga dan selanjutnya dilakukan sama dengan pada level
kedua. Pohon *

dT adalah pohon yang mempunyai jumlah sub-pohon dengan k titik terbanyak

dari semua pohon pada Td.

Kata Kunci: pohon, profil, pohon optimal, well-ordering.

LATAR BELAKANG

Graf digunakan untuk menyajikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek.

Citra digital dapat disajikan dalam bentuk graf atau graf kisi (grid). Algoritma multiscale graph-

based segmentation (MGS) menggunakan pendekatan populer graph-cut yang menyajikan citra

digital sebagai graf kisi (Kallasi et al, 2015). Citra digital juga dapat dipandang sebagai graf kisi

berbobot tak berarah dengan pixel dipandang sebagai titik dan selisih intensitas warna dua pixel

yang berdekatan merupakan bobot dari sisi yang menghubungkan dua pixel tersebut (Zhang et

al, 2015).

Peter (Peter, 2010) menggunakan pendekatan pohon dalam graf untuk mensegmentasi

citra digital. Pertama citra digital diubah dalam bentuk graf. Metode Minimum Spanning Tree

(MST) digunakan untuk membentuk pohon merentang minimum dari graf tersebut. Algoritma

Peter menghilangkan sebagian sisi dari pohon merentang minimum yang lebih besar dari

theshold maka kita akan mendapatkan beberapa sub pohon. Pohon-pohon tersebut merupakan
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segmen-segmen dari citra digital. Dalam komputer visi, setiap segmen citra digital kiri

dipasangkan dengan citra digital kanan yang bersesuaian. Cara mencari pasangan tersebut

merupakan pekerjaan yang menantang sampai saat ini. Memasangkan pohon yang bersesuaian

antara citra kiri dan citra kanan merupakan salah satu alternatif.

Banyak teorema fundamental dalam teori graf dapat dinyatakan sebagai pertaksamaan

aljabar antara kepadatan sub-sub graf. Kepadatan graf mungkin dapat digantikan dengan

kepadatan homomorfisma (Hatami and Norine, 2011). Dalam bahasa teori model berhingga,

masalah suatu tipe dapat dirumuskan sebagai berikut. Misalkan T adalah teori universal dalam

bahasa orde pertama tanpa konstanta atau fungsi simbol. Kemudian setiap himpunan  elemen

dari model T akan menginduksi model T. Untuk dua model hingga M dan N dari T dengan |M| <

|N|, misalkan p(M, N) adalah banyaknya (kepadatan) M muncul sebagai sub-model N. Tetapkan

model hingga M1, ..., Mh, dan misalkan ukuran N bertambah hingga tak terbatas. Hubungan yang

bagaimana antara kepadatan p(M1, N), ..., p (Mh , N) yang merupakan syarat perlu untuk limit?

Teori ini menarik dibahas dalam berbagai bidang, antara lain: teori graf, digraf, turnamen,

hypergraf dll (Razborov, 2007).

Permasalahan

Misalkan S, T pohon, banyaknya pohon S dalam T yang disimbolkan dengan c(S, T)

adalah banyaknya homomorphism injektif dari S ke T. Misalkan kT1 , ..., k
Nk

T adalah daftar semua

homomorphisma pohon dengan k-titik. Suatu k-profil dari pohon T adalah vektor kNk RTp )()(

dimana koordinat ke-i berbentuk:
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Dengan kata lain suatu k-profil  adalah vektor kepadatan terinduksi dari pohon k-titik. Kita

tertarik dalam pengertian limit himpunan dari k-profil:
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dimana |T| adalah banyak titik dalam T. Zk(T) merupakan banyaknya sub pohon k titik dari

pohon T (Czabarka, 2015). Permasalahan yang dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana

menentukan banyak jumlah yang maksimum sub pohon k titik dari pohon T.
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KAJIAN PUSTAKA

Suatu graf G=(V, E) tidak berarah tanpa siklus disebut hutan. Hutan tersambung disebut

pohon. Titik berderajat satu pada pohon disebut daun. Bintang adalah pohon yang hanya

memiliki paling banyak satu titik yang bukan daun. Setiap graf tersambung G mempunyai pohon

merentang. Misalkan G graf dengan n titik, P matriks tetangga, and J matriks kuadrat yang

semua unsurnya bernilai 1. Jumlah pohon merentang dari graf G adalah κ(G) = det(J + PPt )/n2.

Misalkan T=(V, E) pohon r  V disebut akar jika untuk setiap t  V ada lintasan dari t menuju r.

Untuk barisan bilangan bulat positip tidak naik d = (d0, d1, ..., dn-1) dengan n > 3,

misalkan notasi Td adalah himpunan semua pohon dengan derajat titik-titiknya bersesuaian

dengan barisan d. Kita dapat mengkontruksi *
dT  Td dengan cara seperti berikut ini. Pertama,

titik dengan derajat terbesar d0 dilabelkan dengan v01 (sebagai akar). Kedua, tetangga dari v01

dilabelkan dengan v11, v11 ,... , v1d0 dengan derajat titik-titiknya berturut-turut dari kiri ke kanan

d(v1i) = di untuk i = 1, 2, ..., d0. Tetangga selanjutnya dari v11, v11 ,... , v1d0 sebanyak (d( v11) – 1)

+ (d( v12) – 1) + ... + (d( v1do) – 1) titik dilabelkan kembali, serta demikian selanjutnya sesuai

urutan barisan derajat titik pohon (Zhang, 2013). Contoh, misalkan d = (4, 4, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) maka pohon *
dT dapat dilihat pada Gambar 1.

Gambar 1. Pohon *
dT

Beberapa istilah akan disajikan antara lain: T(v) adalah semua sub pohon dari T yang

akarnya v, dist(x, y) adalah banyaknya sisi yang menghubungkan titik x dan y, h(v) = dist(v0, v)

dimana v0 akar dari pohon, fT(v1, v2, ..., vm) adalah jumlah sub pohon dari T yang memuat titik-

titik v1, v2, ..., vm, fT,k(v1, v2, ..., vm) adalah jumlah sub pohon k titik dari T yang memuat titik-titik

v1, v2, ..., vm, dan (T) adalah banyaknya sub pohon tidak kosong dari T. Misalkan W pohon dan

x, y dua titik dari W. Lintasan PW(x, y) dari x ke y dapat dinotasikan dengan xm...x2x1y1y2...ym jika
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dist(x, y) ganjil atau xm...x2x1zy1y2...ym jika dist(x, y) genap, dimana xm  x dan ym  y. Misalkan G

graf yang dihasilkan dari pohon W dengan cara menghapus semua sisi pada lintasan PW(x, y).

Komponen-komponen tersambung (dalam G) yang memuat xi, yi dan z dinotasikan dengan Xi, Yi,

dan Z berturut-turut untuk i = 1, 2, ..., m. Notasi X>k adalah komponen tersambung dari W yang

memuat xk setelah sisi x(k-1)xk dihapus, dan Y>k adalah komponen tersambung dari W yang

memuat yk setelah sisi y(k-1)yk dihapus untuk k= 1, 2, ..., m. Gambar 2 menunjukkan cara

pelabelan berseuaian dengan lintasan PW(x, y).

Gambar 2. Pelabelan Komponen-Komponen dari Lintasan PW(x, y)

Definisi 1. Misalkan T = (V, E) pohon dengan akar v0. Suatu well-ordering < dari titik-titik

disebut terurut-BFS jika < memenuhi sifat-sifat berikut:

1) Jika u, v  V, dan u < v, maka h(u) < h(v) dan d(u) > d(v);

2) Jika ada dua sisi uu1  E(T) dan vv1  E(T) sedemikian sehingga u < v, h(u) = h(u1) – 1 dan

h(v) = h(v1) – 1, maka u1 < v1.

Beberapa hal yang menarik dalam lintasan yang ada akan diperlihatkan pada beberapa

lemma berikut ini. Pertama, kita akan membahas hubungan antara lintasan dan jumlah sub-sub

pohon.

Lemma 2. Misalkan P lintasan pada pohon optimal T dalam  yang mempunyai titik-titik

ujungnya merupakan daun.

1) Jika panjang P adalah (2m – 1) ganjil, maka titik-titik dari P dapat dilabelkan sebagai

xm...x2x1y1y2...ym sedemikian sehingga

1)()(...)()()()( 2211 2211
 mYmXYXYX yfxfyfxfyfxf

mm

2) Jika panjang P adalah 2m genap, maka titik-titik dari P dapat dilabelkan sebagai

x(m+1)xm...x2x1y1y2...ym sedemikian sehingga

1)()()(...)()()()( 12211 12211
  mXmYmXYXYX xfyfxfyfxfyfxf

mmm
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Lemma berikut akan membahas kasus tertentu dari lemma di atas.

Lemma 3. (i) Jika Lemma 2 kasus 1) dipenuhi maka

1)()(...)()()()( 2211  mTmTTTTT yfxfyfxfyfxf .

Selanjutnya, jika )()( kTkT yfxf  untuk suatu  1 < k < m, maka )()( iTiT yfxf  untuk i = k, ...,

m.

(ii) Jika Lemma 2 kasus 2) dipenuhi maka

)()()(...)()()()( 12211  mTmTmTTTTT xfyfxfyfxfyfxf .

Selanjutnya, jika )()( 1 kTkT xfyf untuk suatu  1 < k < m, maka )()( 1 iTiT xfyf untuk i = k,

..., m.

Selanjutnya hubungan antara derajat suatu titik dan banyak sub pohon yang melewati titik

tersebut akan dibahas pada lemma berikut ini.

Lemma 4. Untuk suatu lintasan P(xm, ym) = xm...x2x1(z)y1y2...ym dalam suatu pohon optimal T,

jika )()( iYiX yfxf
ii

 untuk i = 1, ..., k,  1 < k < m – 1, maka d(xk) > d(yk).

Selanjutnya, jika )()( iYiX yfxf
ii

 untuk i = 1, ..., k,  1 < k < m – 1, maka d(xk) = d(yk).

Lemma berikut akan memperlihatkan hubungan antara maksimum derajat suatu titik dan

jumlah yang maksimum sub pohon yang melewati titik tersebut.

Lemma 5. Misalkan T pohon optimal dalamTd.  Jika fT(v0) = maks {fT(v) | v  V(T)}, maka d(v0)

= maks {d(v) | v  V(T)}.

Bukti: Karena jelas terlihat untuk pohon kecil, jadi misalkan |V(T)| > 4. Andaikan d(v0) < maks

{d(v) | v  V(T)}. Maka ada suatu titik w sedemikian sehingga d(v0) < d(w). Dengan

menggunakan Teorema Sz´ekely (2005) bahwa fT(v) adalah maksimum pada satu titik atau dua

titik bertetangga dari T. Jadi diperoleh fT(v0) > fT(v) untuk v  V(T)\{v0}, atau fT(v0) = fT(v1) >

fT(v) untuk v  V(T)\{v0, v1} dan v0v1  E(T).

Kasus 1: fT(v0) > fT(v) untuk v  V(T)\{v0}. Karena fT(v0) > fT(w), mudah dilihat bahwa v0 bukan

daun. Misalkan P lintasan yang memuat v0 dan w yang ujung-ujungnya daun. Misalkan lintasan

P dengan panjang (2m – 1). Maka menurut Lemma 2, titik-titik pada P dapat dilabelkan sebagai

P= xm...x2x1(z)y1y2...ym sedemikian sehingga

1)()(...)()()()( 2211 2211
 mYmXYXYX yfxfyfxfyfxf

mm
.
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Selanjutnya dengan Lemma 3, diperoleh

)()(...)()()()( 2211 mTmTTTTT yfxfyfxfyfxf  .

Oleh karenanya x1 harus menjadi v0 dan w harus menjadi xk untuk 2 < k < m, atau yj untuk 1 < j <

m. Dengan Lemma 4, diperoleh d(v0) = d(x1) > d(xk) = d(w) atau d(v0) = d(x1) > d(yj) = d(w),

kontradiksi. Sehingga terbukti.

Kasus 2: fT(v0) = fT(v1) > fT(v) untuk v  V(T)\{v0, v1} dan v0v1  E(T). Jika w = v1, maka

menurut Lemma 4, diperoleh d(w) = d(v1) = d(v0) < d(w), kontradiksi.

Oleh karenanya kita mengasumsikan w  v1. Pertama dicatat bahwa v0 dan v1 bukan daun.

Misalkan P lintasan yang memuat v0, v1, dan w dengan ujung-ujungnya daun. Misalkan (2m – 1)

panjang P (cara yang sama untuk bilangan genap), maka menurut Lemma 2, titik-titik lintasan P

dapat dilabelkan dengan P= xm...x2x1(z)y1y2...ym sedemikian sehingga

1)()(...)()()()( 2211 2211
 mYmXYXYX yfxfyfxfyfxf

mm
.

Selanjutnya dengan Lemma 3, diperoleh

)()(...)()()()( 2211 mTmTTTTT yfxfyfxfyfxf  .

Oleh karenanya {x1, y1} = {v0, v1} dan w harus menjadi xk atau yk untuk  1 < k < m. Dengan

Lemma 4 diperoleh d(v0) > d(w) dan d(v1) > d(w), kontradiksi.

Dari kombinasi Kasus 1 dan Kasus 2, Lemma 5 terbukti.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Suatu titik yang dilalui oleh paling banyak sub pohon dari pohon optimal mempunyai

keistimewaan. Keistimewaannya akan dibahas dalam lemma berikut ini.

Lemma 6. Misalkan T pohon optimal dalam Td. Jika ada suatu lintasan P = ul ... u2u1v0 v1v2 ... vk

dengan fT(v0) = maks {fT(v) | v  V(P)}, fT(u1) > fT(v1), dan l = k (atau l = k + 1), maka

)()(...)()( 11 kTkTTT vfufvfuf  (atau )( 1 kT uf )

dan

)()(...)()( 11 kk vdudvdud  (atau )( 1 kud ).

Akibat 7. Jika ada suatu lintasan P = uk ... u2u1wv1v2 ... vk dengan dist(uk, v0) = dist(vk, v0) =

dist(w, v0) + k dan fT(u1) > fT(v1), dan l = k (atau l = k + 1), maka

)()(...)()( 11 kTkTTT vfufvfuf 
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dan

)()(...)()( 11 kk vdudvdud  .

Jika ada suatu lintasan P = uk+1 ... u2u1wv1v2 ... vk dengan dist(uk+1, v0) = dist(vk, v0) =

dist(w, v0) + 1  dan fT(u1) > fT(v1), dan l = k (atau l = k + 1), maka

)()()(...)()( 111  kTkTkTTT ufvfufvfuf

dan

)()()(...)()( 111  kkk udvdudvdud .

Dengan menggunakan sifat ordering-BFS dan beberapa lemma di atas teorema yang

menunjukkan pohon *
dT adalah pohon optimal dalam Td akan dibuktikan.

Teorema 8. Misalkan d barisan derajat titik yang tidak turun. Pohon *
dT pada Gambar 1 adalah

pohon yang mempunyai jumlah sub-pohon terbanyak dari semua pohon pada Td.

Bukti: Menurut Lemma 5, ada titik v0 sedemikian sehingga fT(v0) = maks {fT(v) | v  V(T)} dan

d(v0) = maks {d(v) | v  V(T)}. Misalkan v0 akar dari pohon T dan tetapkan Vi = {v | dist(v, v0) =

i} untuk i = 0, ..., p+1 dengan i
p
i VTV 1

0)( 
 . Misalkan si = |Vi| untuk i = 0, ..., p+1. Selanjutnya

titik-titik pada V(T) dapat dilabelkan dengan metode rekursi. Untuk V0 dilabelkan dengan v0

sebagai v01 akar dari pohon T. Titik-titik dari V1 (memuat semua tetangga dari v01) yang

dilabelkan sebagai v11, v12, ..., v1,s1 yang memenuhi:

)(...)()(
1,11211 sTTT vfvfvf 

dan

)()( 11 jTiT vfvf  mengakibatkan )()( 11 ji vdvd  untuk  1 < i < j < si.

Secara umum, semua titik-titik dari Vi dilabelkan sebagai },...,{ ,1 isii vv untuk i = 1, ..., t. Sekarang

perhatikan semua titik-titik dalam Vt+1. Karena T adalah pohon, mudah melihat bahwa s1 =

d(v01) dan

tstttt svdvdVs
t
  )(...)(|| ,111 .

Karena untuk  1 < r < st, semua tetangga dalam Vt+1 dari vtr dilabelkan sebagai

rvdvdtrvdvdt trtrtt
vv   )(...)(,11)1()(...)(,1 1)1(1

,...,

dan memenuhi kondisi
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)()( ,1,1 jtTitT vfvf  
(1)

dan

)()( ,1,1 jtTitT vfvf   mengakibatkan )()( ,1,1 jtit vdvd   (2)

untuk d(vt1) + ... + d(vt,r-1) – (r – 1) +1 < i < j < d(vt1) + ... + d(vt,r) +1.

Dalam hal ini, kita melabelkan i
p
i VTV 1

0)( 
 . Oleh karena itu kita mampu mendefinisikan suatu

well-ordering dari titik-titik dalam V(T) sebagai berikut:

jlik vv  , jika 0 < i < j < p + 1 atau i = j dan 1 < k < l < si. (3)

Kita selanjutnya membuktikan well-ordering ini adalah ordering-BFS. Dengan kata lain, T

adalah isomorpik pada *
dT . Pertama, pertidaksamaan berikut akan dibuktikan berlaku untuk t = 0,

..., p + 1.

)()(...)()( 1,1,21 1  tTstTtTtT vfvfvfvf (4)

dan

)()(...)()( 1,1,21 1  tsttt vdvdvdvd (5)

Untuk sebarang dua vti dan vtj dengan 1 < i < j < st, ada lintasan P= vti ... vk+1,l wk vk+1,r ...

vtj dengan l < r, dimana dist(vti, v01) = dist(vtj, v01) = dist(wk, v01) + t – k. Maka kita peroleh

fT(vk+1,l) > fT(vk+1,r), fT(vti) > fT(vtj) sesuai Akibat 7. Di pihak lain, kita memikirkan lintasan

tsstt vvvvvvQ 11011111,1 ......
1 , maka )()( 1,1,  tTstT vfvf

t
dan )()( 1,1,  tst vdvd

t
sesuai Akibat 7. Oleh

karena persamaan (4) dan (5) dipenuhi untuk t = 0, ..., p+1 maka

)(...)(...)()(...)()(
121 ,1,221,11101 

pspTsTTsTTT vfvfvfvfvfvf
(6)

dan

)(...)(...)()(...)()(
121 ,1,221,11101 

pspss vdvdvdvdvdvd
. (7)

Dari (3), (6), dan (7) terlihat bahwa well-ordering ini memenuhi semua syarat dalam

Definisi 1. Oleh karenanya T mempunyai ordering-BSF. Jadi dengan Proposisi 2.2 (dalam

Zhang, 2008), T adalah isomorfik pada *
dT . Jadi *

dT adalah pohon optimal yang unik dalam Td

yang mempunyai jumlah terbesar sub-pohon.

Teorema di atas yang telah dibuktikan berlaku juga untuk sub pohon yang diperhatikan

hanya sub pohon dengan k titik.
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Teorema 9. Misalkan d barisan derajat titik yang tidak turun. Pohon *
dT adalah pohon yang

mempunyai jumlah sub-pohon dengan k titik terbanyak dari semua pohon pada Td.

Bukti: Misalkan barisan bilangan bulat positip tidak naik d = (d0, d1, ..., dn-1) dengan n > 3

adalah barisan dari derajat titik-titik himpunan pohon Td. Ambil sebarang pohon T  Td.

Misalkan titik v0 sedemikian sehingga fT(v0) = maks {fT(v) | v  V(T)} dan d(v0) = maks {d(v) | v

 V(T)}. Sehingga titik v0  V(T) yang fT,k(v0) = maks {fT,k(v) | v  V(T)} dan d(v0) = d0.

Misalkan V1 = {vV(T)| dist(v0, v) = 1}. Misalkan v1  V(T) sedemikian sehingga fT,k(v1) = maks

{fT,k(v) | v  V(T)\{v0}}. Sehingga d(v1) = d1. Jika titik v1  V1 maka sub pohon dengan akar v1

dipertukarkan dengan titik dalam V1 yang berderajat paling kecil. Jadi Pohon baru yang terbentuk

mempunyai lebih banyak sub pohon yang memiliki k titik dari pohon T karena sub pohon yang

akar v0 dengan menghilangkan satu titik akan menjadi sub pohon k titik yang memuat v0 dan v1.

Susunan pohon yang baru ini untuk titik {v0}V1 akan berbentuk pohon *
dT . Dengan cara yang

sama dilakukan untuk titik dalam Vi = {vV(T)| dist(v0, v) = i}. Sehingga pohon *
dT mempunyai

jumlah sub-pohon dengan k titik  lebih banyak dari pohon T.

KESIMPULAN

Metode pohon merentang minimum, Minimum Spanning Tree (MST), dapat digunakan

untuk mensegmentasi citra digital. Dalam komputer visi, setiap segmen citra digital kiri

dipasangkan dengan citra digital kanan yang bersesuaian. Cara mencari pasangan tersebut

merupakan pekerjaan yang menantang sampai saat ini. Memasangkan sub-pohon yang

bersesuaian antara citra kiri dan citra kanan merupakan salah satu alternatif.

Misalkan S dan T merupakan pohon dengan |S| = k. Notasi c(S, T) adalah banyaknya copy

S dalam T. Banyaknya sub pohon dari T dengan jumlah k titik dan pengertian banyaknya copy S

pada T merupakan unsur penting dalam menentukan profil dari pohon secara lokal. Misalkan d =

(d0, d1, d2, ..., dn) adalah barisan tidak naik dari derajat semua titik pada pohon. Himpunan pohon

yang derajat titik-titiknya bersesuaian dengan d dinotasikan dengan Td. Pohon Td
* yang

bersesuaian dengan d dan memiliki jumlah yang maksimum sub pohon dengan k titik dapat

dikonstruksi. Langkah pertama adalah menetapkan titik yang bersesuaian dengan derajat d0

sebagai akar dari pohon. Sebanyak s1 = d0 titik-titik pada level pertama adalah titik-titik yang

bersesuain dengan d0 suku berikutnya pada barisan derajat. Sebanyak s2 = d2 + d3 + ... + 11sd - s1
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titik-titik pada level kedua yang bersesuaian dengan sebanyak s2 suku berikutnya pada barisan

derajat. Untuk titik-titik pada level ketiga dan selanjutnya dilakukan sama dengan pada level

kedua. Pohon *
dT adalah pohon yang mempunyai jumlah sub-pohon dengan k titik terbanyak

dari semua pohon pada Td.
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