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Resumen.

En el presente trabajo se establecen relaciones para el calculo de determinantes, utilizando una
técnica algebraica de la Ingenieria Sismica denominado “Condensacion Estdtica”, el cual es un
proceso de reduccidn por bloques, del orden n de la matriz de rigidez K,,.

A través de un enfoque inverso, se aplica (n — 1) veces el proceso de condensacion hasta obtener
la maxima condensacion posible K€ (matriz de 1x1), llegando a una relacién entre los determinantes
de las matrices K,,, de la submatriz K,_; y K€.

Se establece finalmente una relacién entre el determinante de K,,, el determinante de una de sus
condensadas intermedias simples K, y las sub-condensadas principales simples k.

Contexto General:

La relacion basica utilizada es:

Kf = A, — B;D{'C;

L

(*) Donde i representa el paso de condensacién, con: 1 <i<n-1

cuyo origen se debe al trabajo de Robert J. Guyan! de 1965, por lo cual también es denominada
“reduccion de Guyan”, donde las matrices A;, B;,C; y D; representan submatrices de la matriz
original K,,, de acuerdo al siguiente esquema:

(*) Las matrices A; y D; son cuadradas, no necesariamente del mismo orden.
(*) Las matrices B; y C; no necesariamente son cuadradas ni del mismo orden.

1 Robert J. Guyan, Reduction of Stiffness and Mass Matrices, AIAA Journal Vol. 3 N° 2, 1965.
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Enfoque General (utilizado en Ingenieria Sismica):

El método consiste en identificar los GDL dindmicos y ordenarlos adecuadamente en las primeras
filas y columnas de la matriz de rigidez, tal que se correspondan con la submatriz cuadrada 4;.

Una vez identificada A;, se identifica D; como la matriz cuadrada que continda por la diagonal a la
matriz A; y que completa el orden de la matriz K, original, procediendo de esta manera a
determinar Dl-_1 para realizar el calculo de la relacidn basica de condensacién, cuyo resultado es la
matriz de rigidez condensada a los GDL dindmicos horizontales, K€.

Enfoque inverso del presente trabajo:

Considerar a la matriz D; como el elemento k,,;;, con tal de aplicar la relacién de condensacidn sin
necesidad de calcular matrices inversas, sino solo dividiendo por dicho elemento en cada paso.

Desarrollo del Procedimiento Inverso:

Se aplica el enfoque inverso (n — 1) veces hasta obtener la maxima condensacion de la matriz
original. En el desarrollo se observa la aparicién de un patrén en cada condensada, del cual se
obtiene una primera relacién entre la condensada méaxima completa K;;_, y la condensada méaxima
simple K;,_;.

Se realiza el desarrollo con una matriz de orden 4 (K,) para ejemplificar.

|
A | by

|

K, = |
C1 c3 | d

En este caso las matrices B; y C; son vectores (columna y fila respectivamente).
Kf = A;— BD{'C;

Kf = A, — (B,C;)D;! (dado que D; es de orden 1, es tratado como niimero, por ende puede
conmutar en la multiplicacién matricial).

Trabajando sobre el paréntesis (B;C;):

BiCy = [c; *{B1} | c3 x{Bq} | c3*{By}]

kia
{31} = k24] {Cl} = [k41 k4, k43]
k34
kia ks k4
B1Cy = |kaq * [k2a kap * k24 kys * [k24
k34 k34 k34

2|Pdg.



Incorporando ahora el resto de elementos a la ecuacién de condensacion:

K1C =4, - (B1C'1)D1_1

Donde:
ki1 kiz ki3
Ay = ka1 kaz ks
k31 ksp k33
Se tiene:
[ ka1kq4 kaokqs kaskqs
ki1 — ki, — k
11 Kaa 12 Kaa 13 Kaa
ka1koa kaokoa kaskaa
Kf =1k, — koyy — kos —
1 21 Kaa 22 Kaa 23 Kaa
ke — ky1kss _ kazkss Koaw — kyskss
31 Kas 32 Kas 33 Kaa

(*) Considerando k44 # 0.
(

Con: D1 =d= k44

*) Designando K{ como la condensada de paso 1, o la primera condensacion.

(k11Kaa — Karkia  kiokas — kaokqs  kizkas — kazkqa)
ks kyq ks
KE = karkas — karkos Kopkas — Kazkaa  kozkas — kaskoy
! ks kyq ks
k31Kkaa — karkss  k3okas — Kazkss kazkss — Kazksy
ks Lo ks

1

44

Kt

k11k44- - k41k14-

ch = (—) * [k21k44 — ky1kaa
k31kas — karksy

()
— ] *
k44— !

k12k4-4- - k42k14
k22k4-4- - k42k24
k32k4—4 - k4—2k34—

k13k44 - k43k14
k23k44 - k43k24
k33k4—4— - k43k34—

(*) La matriz de la derecha (K7) se denominard Matriz Condensada Simple de paso 1, del mismo
orden que la Matriz Condensada Completa de paso 1 (K7).
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Se observa que cada elemento de K{ se asemeja a un determinante de orden 2, siguiendo un patrén
geométrico en forma de cuadrados y rectangulos, con el elemento “ancla” k4, como referencia,
segun los siguientes esquemas:

kii ki kis
K, = Ki = k§1 k§2 k§2
k31 k3 kis

kll k14 k12 k14 k13 k14
ki = ki = kis =

k41 k44 k4o k44 ka3 —kas
kél — k21 k24 k;z — k22 k24 k;3 — k23 k24

k4—1 k4—4 k42 k44— k43 k44—
ke = k3, = ki =

k31 k34- 32 k32 k34 33 k33 k34

[ — ka2 Y Kaz—kas

Se introduce la siguiente notacidon para estos determinantes (2x2), de acuerdo a la figura que
representen:

e Cuadrados: se denominaran expansivos y se identificaran por la letra e con indices.
e Rectangulares: diferenciados entre verticales y laterales, segin su orientacién, se
identificaran por la letra r con indices.

[

e : primer determinante cuadrado (expansivo), primera condensacion

1y : primer determinante rectangular lateral, primera condensacién

rt: primer determinante rectangular vertical, primera condensacion

r12 : determinante rectangular (2 vertical, 1 lateral), primera condensacién
621 : primer determinante cuadrado, segunda condensacién

(rl)z : primer determinante rectangular vertical, segunda condensacion

(11), : primer determinante rectangular lateral, segunda condensacién

Todos toman como referencia al elemento “ancla” k,4 y comienzan a contar desde el.
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Continuando el desarrollo previo:

k11k44 - k41k14 k12k44 - k42k14 k13k44 - k43k14
ch = (_) * k21k44- - k4-1k24- k22k4-4 - k42k24 k23k44 - k43k24
44 k31k44 - k41k34 k32k44 - k42k34 k33k44 - k43k34

1
C *
K = () - ki
44
Incorporando la notacién reducida para los determinantes expansivos y rectangulares, la relacion
anterior queda:

€3 T12 2
1
Ki=|r} e 7t K = (=) * K
1 44
r n
con: el=k44*k33_k43*k34 k;=el

Continuando el desarrollo de la condensada, ahora sobre K7, segunda iteracion:

2 1
e (r") 1
KZ*Z( : 12) KZC:(k *el)*KZ*
(rn)2 e 44
el =elxe? —r *1! ki = el

Tercera iteracidn, sobre K :

* 1 Cc 1 *
K3 = (e3) K3 = (—k44*e1*e%> * K3
e% = ey xe5 — (), * (r'); k3 = e%

Considerando que kg = ky44, se observa el siguiente patrén:

1
K =|—7—=|*K;3
’ <k3*k;*k;)* :

Generalizando se obtiene:

K*
K5=Hp_—1ik* Con: 1<p<n-—1,peN;ki+0
i=0 l

Relacion Fundamental (1)

Donde las k; corresponden a los determinantes expansivos de la primera esquina (inferior derecha),
de cada matriz condensada, de los pasos sucesivos, y la K, _; es la condensada simple maxima
obtenida para la matriz K, original.

Se puede decir que las k; son las sub-condensadas simples principales, mientras que la K;;_; es la
condensada simple maxima principal.
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Relaciones que involucran al Determinante

Relacion Fundamental (2):

Comenzando con una matriz (2x2), n = 2:

o

k11
k21

k12)
k22

K =A;—B; D'+

con kyy, #0

1<i<n-1

Kf=A,—B;xCy*D?!

Kf =

Ahora, considerando una matriz (3x3):

k14
K; = ko

k31

k12
k22
k32

K1C =k —

k12k21

k22k11 - k12k21

ki3
k23
k33

)

Kf = A;—B;*CxDi’*

con K; = submat(n — 1, K,)

con k33 #0

1<i<n-1

ki, k k 1
K= (0 1) = () sr ks) e
T VS R V) A 2
kiq k12) (k13> (k13) 1
= -k k T
<k21 ka2 3t ka3 327 k23 *k33
_ (kll k12) _ <k31k13 k32k13) % L
kyr ko ksikas  kszkas)  kag
k3ikiz  k3zkq3
— <k11 k1z) N L k33
ko1 koo ksikas  kszkos
k33 k33

k33k11 - k31k13

k33k12 - k32k13

Kf =

k33

k33k21 - k31k23

k33

k33k22 - k32k23

k33

k33
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Iterando la condensacion sobre la condensada K7 ':

k33k11 - k31k13 k33k12 - k32k13

KC — k33 k33
! k33k21 - k31k23 k33k22 - k32k23
k33 k33
Kf =A;—B;*C; = D; " 1<i<n-1

ksski1 — K31k _ (k33k12 - k32k13) (k33k21 — k31ka3 k33

KC = ) *
2 k33 k33 k33 k33k22 - k32k23

_ ksskqi1 — k31kq3 _ (k33k12 - k32k13) <k33k21 - k31k23)
k33 k33 ksska, — k3okos
_ (k3skqs — k31kq3) _ <(k33k12 — k3zkq3) * (k3zkyq — k31k23)>
k33 k3z * (k3skap — k3zkas)
_ (k3zki1 — k3ikq3) * (ksskyp — kszkys) _ <(k33k12 — k3zki3) * (k3zkyy — k31k23))
k3s * (k3zkyp — k3pkss) k3s * (k3zkpp — k3pkos)
_ (k3zkq1 — k31kq3) * (k3skan — k3okos) — (Kaskiz — k3zkqs) * (ksskaq — k3qkas)
k3s * (k3skyy — k3pkas)
_ (k3zkyq — k31kq3) * (k3zkop — k3pko3) — (k3zkip — kazkq3) * (k3zky — k3ika3)
k33(k3zkyp — k3zky3)
KE = (k3skq1kap — k3ikiskay — ki1kszkas) — (kazkizkay — kapkiskar — kizksikos)
2 (k33 * kop — k3p * ky3)

(*) En esta ultima expresidn, se puede comprobar desarrollando el determinante (3x3) de la matriz
K5 que el numerador es equivalente a este. Luego se tiene que:

¢ _ det(K3)
2 det(fz)
donde: K, = submat(n — 1, K,) , con det(fz) #0
Luego, por induccion se llega a:

_ det(Ky)
~ det(Kp_1)

Cc
n—-1

Lo que es equivalente a:

det(K,) = K5_, * det(?n_l) Relacién Fundamental (2)
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Relacién Fundamental (3):
A partir de la Relacion Fundamental (2) se tiene:
det(K,) = K5_; * det(?n_l)

det(?n_l) = E;_z * det(in_z)

det(E3) = E; * det(fz)
det(fz) = Ei * det(?l)
det(K,) = K, + K,
—C —
KO = Kl
det(K,) = K, + K

— —C —C —C
det(K3) = KZ * K1 * KO

—C —C —C —C
det(K,) =Ks_1*Kn,_,*.xK,xK; *xK, con: Kog=kn, v Ki=—

n—-2
det(Ky) = Kiy + | | K
i=0

Relacion Fundamental (3)

Relacion Fundamental (4):
De la Relacidn Fundamental (3): det(K,) = KS_; * [1I=2 Eic
—C —C —C —=C
det(K,) =K5_1*Kp_5* .. K, * K K|

De la Relacién Fundamental (1), ejemplificando paran = 5:

c K; *
p:]'[p_lk* conl<p<n-1; kj #0
i=0 i
— —* 1
—C _ K1 _ K1 _ e
1710 p* Br L
—% —x 1
—C KZ Kz ez
2 T M1 ¥ T L= ¥ 1
izoki koxky kssxe
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—* —x 1

—C _ K3 _ K3 _ 63
37 12 x L% * * 1 1
i—oki koxkixk; kssxelxe

* * 1
K, K, €,
1

KC= = =
4 3 * * * * * 1 1
i—oki koxkixkyxks kssxelxe;xe;

Uniendo todo en la expresidn del determinante, relacion fundamental 3:
—C —C —C —=C
det(K,) =K5_1*Kp_p*..x Ky Ky x K,

c —C —C —C —C
det(Ks) = Ki * K3 x K, * K x K
e} el el el .
* * k — %
55
kssxelxeyxes kssxelxe; kssrel Kss

det(K5) =

ex 1 1 es Ky
* * —— = =
kssxelxe; kssxel kss (kss)dx(eD)2xe; (k) = (k])* *k;

det(Ks) =

Generalizando para n:

ES

n-1
det(K,) =
n n=3(*\n—-2-i
Donde: kg = knpn ; ki =el Con: n=3;ki#0 Relacion Fundamental (4)
Relacion Fundamental (5):
det(K;)
det(K,) = —— -
172, (k)m>
1=0 l
Con: 1<p<n—-1k;+#0 Relacion Fundamental (5)
Relacion Fundamental (6):
*
— -1
det(Kp) =3 p* -~
Con: 3<p<nmki/#0 Ep = submat(p, K,) Relacién Fundamental (6)
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Ejemplos.

1 21 2 1
[2 3 2 5 1]
Sea Ks=111|4 8 |2
2, 6|7|3 7J
1 76 4
glL —1/ 2
* 7 3./114 . .
Ki=l2 —4 6" 29 (k1)z; =8 =(4%3—-4x1) (k1)33=6=(4*4—-5%2)
1 ~4 -7 30
-92 112 ‘44
k; = |—224 8 | (k3)s3 = —40 = ((=30) * 6 — (—7) * 20)
—80 —40
. [7200 e o
K5 =lo600 5760 | (k3)12 = —4320 = ((=40) * (=112) — (200) * 44)

K; = [82944000]

det(Ks) = —36

det(Ky) = —2304 2> —36= _2304/43 Relac. Fundam. (5) [n = 5; p = 1]
det(K3) = —2073600 > —36 = —2073600/(43 . (_30)2) Relac. Fundam. ©) =5 p=2]

) = _2¢ — 82944000 _
det(k3) = 82944000 > -36 /(43 x (—30)2 « (_40)) Relac. Fundam. (4) [n = 5]

ko = kss = 4 ki = (ki)ssa = =30 k; = (k3)33 = —40
k3 = (k3)22 = 5760 k; = (k})1, = 82944000
4 8 2 ~ e
K3=17 3 7|>det(K3) =-10= Z/k* = _40/4 Relac. Fundam. (6) [p = 3]
5 6 4 0
3 2 5 1
= _11 4 8 2 ZY_ _19__ ks _ _ 5760 _
K, = 6 7 3 7 - det(K,) = —12 oy @30 Relac. Fundam. (6) [p = 4]
4 5 6 4
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

RESUMEN DE EXPRESIONES EN PALABRAS

La condensada del paso p (K;) es igual a la condensada simple del paso p (K3), dividida por la
multiplicatoria de las (p — 1) sub-condensadas simples principales, desde i = 0.

El determinante de K, es igual a su condensada maxima (KS_,), multiplicada por el
determinante de la submatriz de orden (n — 1).

El determinante de K,, es igual a la multiplicacién entre la condensada maxima (K;5_;) y la
multiplicatoria de cada condensada méxima de las (n — 2) submatrices de K, (Kf), desde i =
0.

El determinante de K, es igual a su condensada simple maxima, dividida por la multiplicatoria
de las (n — 3) sub-condensadas simples principales (k;), elevadas cada una a la potencia
(n — 2 — i) segun su posicion en la serie, desde i = 0.

El determinante de K, es igual al determinante de cualquiera de sus p-ésimas condensadas
simples (K;), dividido por la multiplicatoria de las (p — 1) sub-condensadas simples principales
(k{), elevadas cada una a la potencia (n — 2 — i) segun su posicién en la serie, desde i = 0.
El determinante de cualquier submatriz de K, (I?p) esigualala (p — 1)-ésima sub-condensada
simple principal (k,_1), dividida por la multiplicatoria de las (p — 3) sub-condensadas simples
principales (k;), elevadas cada una a la potencia (p — 2 — i) segun su posicion en la serie,
desdei = 0.
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