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Resumen

El estudio de la complejidad de algoritmos, en particular la complejidad temporal es imprescindible en la formacion
del ingeniero en ciencias informaticas, este tema esta incluido en la asignatura Estructura de Datos | de la disciplina
Técnicas de programacion por computadoras. Tanto el lenguaje que se utiliza, como el propio analisis asintético que
es la esencia en la comparacion algoritmos no articula con el que tradicionalmente se aplica en el tema de Sucesiones
y series de la disciplina Matemadtica, por esta razon el propoésito del presente trabajo es presentar una propuesta
didactica para el tema en Matematica | que incluya los elementos necesarios para integrar el estudio de las sucesiones
con la complejidad algoritmica, en cuanto a la comparacion asintética utilizando la notacién de Bachmann-Landau,
para lo cual se realizd un estudio exhaustivo del programa analitico de la disciplina Programacion, de la bibliografia
sobre la complejidad algoritmica y de la didactica de la Matematica. Para constatar la efectividad se entrevistaron a
estudiantes y profesores de programacion, partiendo de la propia experiencia de uno de los autores como profesor de
Matemaética y también de Programacion, corroborandose que el proceso de aprendizaje al estudiar el tema de
complejidad de algoritmos fluyé mucho mejor en los estudiantes sujetos de la investigacion.

Palabras clave: secuencia didactica, sucesiones y series, notacion asintética, complejidad algoritmica, comparacion
asintética

Abstract

The study of the complexity of algorithms, in particular the temporal complexity, is essential in the training of the
engineer in computer sciences, this subject is included in the subject Data Structure | of the discipline Computer
Programming Techniques. Both the language that is used and the asymptotic analysis itself, which is the essence in
the comparison algorithms, does not articulate with the one that is traditionally applied in the subject of Sequences
and series of the Mathematics discipline, for this reason the purpose of the work is present a didactic proposal for the
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subject in Mathematics | that includes the necessary elements to integrate the study of sequences with algorithmic
complexity in terms of asymptotic comparison using the Bachmann-Landau notation, for which an exhaustive study of
the program was carried out analysis of the Programming discipline, of the bibliography on algorithmic complexity
and of the didactics of Mathematics. To verify the effectiveness, programming students and professors were
interviewed, based on the experience of one of the authors as a professor of Mathematics and also of Programming,
corroborating that the learning process when studying the subject of algorithm complexity flowed much better in the
students who were the subjects of the research.

Keywords: didactic sequence, sequences and series, asymptotic notation, algorithmic complexity, asymptotic
comparison

Introduccion

La disciplina Técnicas de Programacion por Computadoras incluye entre sus tematicas el estudio de la complejidad
temporal de algoritmos, la comprension de esta materia pasa por tener una adecuada nocién del infinito matematico,
el comportamiento de sucesiones numéricas infinitas, la comparacion asintética de sucesiones, la notacion asintotica
entre otros temas que debe tratar la Matemética en el ciclo basico de la carrera de ingenieria en Ciencias Informaticas
de la universidad homonima. En el recién implementado Plan E de la carrera el disefio de las asignaturas de la
disciplina Matematica fue concebido de manera que cada una de ellas centrara uno de los conceptos esenciales:
Transformaciones lineales en Algebra; Limite en Matematica |; Derivada en Matematica 1l e Integral definida en
Matematica Ill, y en las ultimas tres el concepto de limite como eje transversal. La novedad mas importante esta en
colocar el estudio de las sucesiones y series numéricas para la primera de las tres asignaturas de Calculo, orden que no
es usual en las carreras de ingenieria, aunque autores como (Valdés y Sanchez, 2017) y programas de ingenieria
informatica de algunas universidades (Universidad de Murcia, 2023) lo incluyen en la primera asignatura de Célculo.
Incluir el estudio de las sucesiones y series en el primer afio de la carrera es Util ademéas para articular con la
Matematica Discreta y el manejo de patrones, listas y arreglos en las asignaturas de Programacion.

Parte de la eficiencia de un algoritmo estéa en el tiempo de ejecucion del mismo, lo que se conoce como complejidad
temporal, para comprender y utilizar las herramientas que permiten medir la eficiencia en los cddigos es importante la
Ilamada notacion asintética (Ramesh y Gowtham, 2017), que también se relaciona con la Inteligencia Artificial, en
particular con el maching learning (Russell, 2010), (Lim, Loh y Shih, 2000).
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El proposito de este trabajo es presentar una propuesta didactica para el estudio de las sucesiones y series numéricas
en la asignatura Matematica | de la carrera Ingenieria en Ciencias Informaticas que articule adecuadamente con el
estudio de la complejidad temporal de algoritmos que incluye la disciplina Técnicas de Programacion por
Computadoras y de esta forma resolver el problema que constituye la falta de coherencia entre en lenguaje y el
enfoque no asintdtico utilizado en el proceso de ensefianza aprendizaje de las sucesiones y series en la asignatura

Matematica I.
Materiales y métodos o Metodologia computacional

La investigacion parti6 del estudio del programa de la disciplina Técnicas de Programacion del Plan de estudios E de
la carrera Ingenieria en Ciencias Informaticas para identificar los elementos que de la matematica eran necesarios para
la comprension adecuada de la tematica relacionada con la complejidad temporal de algoritmos. Fue necesario
ademas el estudio de la notacidn asintética, en particular la notacion O-grande y como introducirla en el tema de
sucesiones y series de manera que se articulara para que los estudiantes entendieran la complejidad temporal de
algoritmos no solo desde punto de vista conceptual sino también el lenguaje de este tipo de notacion.

El trabajo integrado de los autores, uno de formacion pedagdgico-matematica y el otro ingeniero en ciencias
informaticas, pero con vasta experiencia en la ensefianza de la Matemaética, fue determinante para la concepcion,
disefio e implementacion de la propuesta didactica para el tema de sucesiones y series.

La observacién de clases, el analisis de los resultados docentes en las asignaturas de Programacion, las entrevistas a

estudiantes y profesores sobre la efectividad de la propuesta también fueron métodos empleados en el trabajo.

Resultados y discusion

De los algoritmos correctamente construidos se espera que en un tiempo finito produzcan los resultados esperados,
pero con eficiencia la cual se expresa en la cantidad de recursos que requiere para su ejecucion: tiempo y cantidad de
memoria. El estudio de la eficiencia de un algoritmo se conoce como analisis de la complejidad algoritmica, el
trabajo se centra en el coste de tiempo, es decir, en la complejidad temporal y permite comparar los costes de

diferentes algoritmos para resolver un mismo problema (Gomez y Cervantes, 2014)
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El tiempo de ejecucion de un algoritmo se expresa matematicamente mediante una funcion T :N — R™ donde n
namero de operaciones o tamafio de los datos de entrada. De acuerdo con el Principio de invariancia el tiempo de
ejecucion de dos implementaciones del mismo algoritmo son proporcionales entre si, por lo que el tiempo T de
ejecucion de un algoritmo depende solo de la naturaleza del mismo y no de su implementacion. Se define por tipo de

algoritmo un orden temporal para lo cual se establece la comparacion asintética con funciones T . Se dice que el
tiempo de ejecucion de un algoritmo es del orden de T (n), asintticamente, si existen constantes reales ¢ y n, tal
que para la implementacion | la corrida ocurre a lo sumo en cT(n) unidades de tiempo ¥n>n, (Gémez vy
Cervantes, 2014).

Entonces es necesario comparar asintéticamente funciones infinitas T :N — IR", es decir, establecer un orden para
las funciones T (n) o establecer cotas de complejidad o medidas asintdticas para medir cuan rapido crece el tiempo

de ejecucion del algoritmo al aumentar el nimero de datos del mismo. Para ello se utiliza la notacién asint6tica o de

Bachmann-Landau, en particular las notaciones O, 2, ®, todas considerando el peor caso, el cual es el que se estudia

en la carrera y que se define por Villalpando (2003) como el caso en que el tiempo es el mayor posible.

Cota asintdtica superior: Notacion:

Se dice que la funcion f :N — R" esun O—grande de g si: 3ceR",3n, e N:Vvn>n,, f(n) <cg(n)

L —
»- 1

fin)= O(g(n))
Figura 1

Cota asint6tica inferior: Notacién Q

Se dice que lafuncion f :N —>R" esun Q de g si: 3ceR",3n, e N:Vn>n,, f(n)>cg(n)
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> 11

fin) = Q(g(n))

Figura 2
Cota asintotica ajustada: Notacion ©

Se dice que la funcién f :N —>R" esun ® de g si: IceR",3In, eN:vn>n,cg(n) < f(n)<c,g(n)
A cag (1)

,I"f_-'ll

y 4

ST ag)

1!

fin) = Gign))

Figura 3
La complejidad de algoritmos se estudia en la asignatura Estructura de Datos | de la disciplina Técnicas de
Programacion por Computadoras de la carrera Ingenieria en Ciencias Informaticas, particularmente en algoritmos
iterativos y recursivos, considerando el peor caso y utilizando cotas asintéticas superiores principalmente, es decir, la

notacion O — grande (Programa analitico, 2023).

Una vez realizado el anélisis del contenido sobre complejidad algoritmica que enfrentan los estudiantes en la
asignatura Estructura de Datos I, la cual reciben en el tercer periodo, se decidié presentar al colectivo de la carrera la
variante en la cual el tema de Sucesiones y series pasa a la asignatura Matematica |, concebida para trabajar el
concepto de limite, pero a diferencia de lo tradicionalmente hecho en todas las variantes de programas para la

disciplina Matematica en la carrera y con el propésito de articular con el tema de complejidad algoritmica, el
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tratamiento de la comparacion de sucesiones infinitas se realiza mediante la comparacion asintética utilizando la
notacion de Bachmann-Landau.

Se estructuré el sistema de cocimientos del tema Sesiones y series en una secuencia didactica, entendiendo como tal
un “conjunto articulado de actividades de aprendizaje y evaluacion que, con la mediacion de un docente, buscan el

logro de determinadas metas educativas, considerando una serie de recursos” (Albarracin, 2022):

o Definicion de sucesion numérica como una funcion real en los naturales: f :N—>R (f(n)=a,)

o Definicion y analisis de la convergencia de una sucesion, limite de una sucesion: lima,

nN—oo

Para las sucesiones convergentes se cumple que lima, =L y de los casos de divergencia interesa prestar
n—o0

atencion cuando lima, = oo, para introducir la comparacion asintética a partir del orden de los infinitos como

nN—oo

indicador de la rapidez de crecimiento al infinito de la sucesion.

Sean dos sucesiones divergentes {an} y {bn} con lima, =0 y limb, =oo, para establecer la comparacion
n—oo

n—o0
se utiliza el limite del cociente pues el resultado permite colocar en orden al numerador con respecto al

denominador, en este caso no algebraicamente, sino por tratarse del limite, asintéticamente:

a a
lim — =0 < ordla,) = ord(b,) = a, = b, lim— =0 « ord(a,) < ord(b,) = a, < b,

M=o M=o

n n

a
lim— =c#0 & ord(a,) = ord(b,) « a, = b,

1= oo

Después del anélisis de varios ejemplos se estable el orden ascendente de infinitos por su tipologia funcional:

logaritmos — potencias — exponenciales — factoriales — potenciales-exponenciales

log(n)— n*(p=1)— a™(a> 1) —n!— n"
Se introduce la notacion asintdtica enfatizando en O —grande que es la que trata la asignatura de Estructura de

Datos, aunque se muestran y explican las demas:

. @ : ) o
lim—=c>00o entonces a,=0(b,) es decir, b, es una cota superior asintética de a,, esto es:

n?
X—>00

. a, . .
a,<k-b,, para el caso en que Ilmb—:O se trata de una cota estricta y suele usarse la notacion

X—>0

0— pequefia .. Si 0 <c <o es preferible utilizar la notacién ® , aqui k,-b, <a, <k, -b,.
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|
Si lim— =0, entonces a, =w(b,), a, >k-b,. Enresumen:

X—>00

a, € 0(b,) a, € £(b,)

& s iy, ’
lim ':" =cz0owa, =k-b, lim=2=c=00w»b, <k a,
o) .

" == g

.-[‘

a, € o(hy) a, € 0(b,) ay € wiby)
Sucesiones que no crecen Sucesiones que crecen tan Sucesiones que crecen
mas rapido que b, rapido como by, mds al menos tan répido
como b,
. ay . an "
lim— =0 lim —=c,0<c<w a
B = by lim = = o
n—ew by
Figura 4

El andlisis asintético teniendo en cuenta el orden conocido de las sucesiones infinitas genéricamente clasificadas

. o . . ., . -
permite evaluar limites de cocientes con la indeterminacion — con relativa facilidad a la vez que prepara a los
e 0]

estudiantes para comprender mejor lo que estudiard sobre complejidad temporal de algoritmos. En la propia
asignatura de Matematica | y en el mismo tema de sucesiones y series este enfoque es utilizado para la aplicacion
del criterio de comparacién al estudiar la convergencia de series.

A los efectos de que la visualizacion gréfica contribuya a la mejor comprension de las comparaciones entre
infinitos, se elabor6 para utilizar como medio de ensefianza y a la vez herramienta para resolver problemas y
gjercicios, un objeto digital con el software Geogebra, que ademas permite trabajar el resto de las otras seis

indeterminaciones:

Comparando {2n-3} y {3n2—5n}
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ITERNACIONAI

180 4

160

(0, 138)g |
L

120

100 4
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Figura 5

Iimﬁzo, entonces 2n-3=0(3n*-5n)
x>=3n° —5N

Aqui la relacion es estricta, es decir: 2n—3< 3n?-5n paran>3
Comparando 2n—-3 y n+8

03)
L 2

gn)=n+38
204

4
F T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T —
107 / 2 3 4 5 a8 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18 17 18 10 20 21 22 23 24

Figura 6

. 2n-3
lim

=2, entonces 2n-3=0(n+8)
x> N+8

Se trata de dos infinitos del mismo orden, ambos pertenecen a la clase O(n)
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Resultados preliminares

La secuencia didactica descrita se aplico a las cohortes del curso 2020-2021, estudiantes que actualmente cursan el

cuarto afio de la carrera, en resumen, el impacto constatado en los resultados y opinion de estudiantes y profesores fue

el siguiente:

Los estudiantes reconocieron la notacion asintética y aunque no la recordaban del todo ni todos, resulté mas
natural su comprensién al relacionarla con el estudio de las sucesiones hecho en Matemética I.
Para los profesores de Programacidn resulté muy interesante impartir la temética de complejidad algoritmica

partiendo de lo que los estudiantes estudiaron en Matematica.

Conclusiones

El enfoque tradicional en el proceso de ensefianza del tema Sucesiones y series en la disciplina Matemética
no integra los elementos necesarios para que el estudio de la complejidad algoritmica en la disciplina de
Técnicas de Programacion logre una articulacién coherente en cuanto a lenguaje e interpretacién del infinito
matematico.

El tratamiento asint6tico en la comparacion de sucesiones infinitas utilizando la notaciéon de Bachmann-
Landau no solo articula correctamente con el tema de complejidad algoritmica, también para dar mayor
significacion al propio estudio de las sucesiones y series numéricas.

El trabajo debe perfeccionarse a partir de una mayor integracion entre las disciplinas sobre este tema en
particular mediante el trabajo metodoldgico conjunto que incluya la participacién de profesores de una y otra
disciplina en cada asignatura aprovechando la fortaleza de que varios de los profesores de matematica son

ingenieros en ciencias informaticas.
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